
 

 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό σελίδα 186 

Α2. Σχολικό σελίδα 76 

Α3. Σχολικό σελίδα 161 

Α4.  α) Σωστό 

        β) Σωστό  

        γ) Λάθος 

        δ) Λάθος  

        ε) Σωστό  

ΘΕΜΑ Β                                                                                                         

Β1. Η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο ℝ ως πολυωνυμική με:   

      𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 + 2𝑎𝑥 + 9                                                                                                               

Αφού η 𝑓 παρουσιάζει ακρότατο στο 𝑥0 = 1, εσωτερικό σημείο του 𝐴𝑓 = ℝ και 𝑓 παραγωγίσιμη στο 𝑥0 από 

θεώρημα του Fermat θα ισχύει: 

 𝑓′(1) = 0 ⇔ 3 ∙ 12 + 2 ∙ 𝑎 ∙ 1 + 9 = 0 ⇔ 12 + 2𝑎 = 0 ⇔ 2𝑎 = −12 ⇔ 𝑎 = −6 

 

Β2. 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 6𝑥2 + 9𝑥 − 3 

      𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 12𝑥 + 9     

𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ 3(𝑥2 − 4𝑥 + 3) = 0         

 𝛼 = 1, 𝛽 = −4, 𝛾 = 3 𝛥 = 16 − 12 = 4 > 0                                                                      

𝑥1,2 =
4±2
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𝑥 −∞                     1  3              + ∞ 
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Η 𝑓 γνησίως αύξουσα στο (−∞, 1] 
Η 𝑓 γνησίως φθίνουσα στο [1,3] 

Η 𝑓 γνησίως αύξουσα στο [3, +∞) 

 

 

Στο 𝛢1 = (0,1] 𝑓 γνησίως αύξουσα 

Και 𝑓(𝐴1) = ( lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥), 𝑓(1)] 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = −3  

𝑓(1) = 1 − 6 + 9 − 3 = 1  

 

Άρα 𝑓(𝛢1)  = (−3,1] 

 

Στο 𝛢2 = (1,3) 𝑓 γνησίως φθίνουσα 

Και 𝑓(𝐴2) = ( lim
𝑥→3−

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥)) = (−3,1) 

 

Στο 𝐴3 = [3, +∞) 𝑓 γνησίως αύξουσα 

Και 𝑓(𝐴3) = [𝑓(3), lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)) 

𝑓(3) = 27 − 54 + 27 = −3  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥3 − 6𝑥2 + 9𝑥 − 3) = lim
𝑥→+∞

𝑥3 = +∞  

 

Άρα 𝑓(𝐴3) = [−3, +∞) 

 

Στο 𝛢1 = (0,1] η 𝑓 είναι συνεχής και 0 ∈ 𝑓(𝐴1) = (−3,1] 

Άρα υπάρχει 𝑥0 ∈ 𝐴1: 𝑓(𝑥0) = 0 και επειδή 𝑓 γνησίως αύξουσα στο 𝛢1, το 𝑥0 είναι μοναδικό 

 

Στο 𝛢2 = (1,3) η 𝑓 είναι συνεχής και 0 ∈ 𝑓(𝛢2) = (−3,1) 

Άρα υπάρχει 𝑥1 ∈ 𝛢2: 𝑓(𝑥1) = 0 και επειδή 𝑓 γνησίως φθίνουσα στο 𝛢2,  το 𝑥1 είναι μοναδικό 

 

Στο 𝛢3 = [3, +∞) η 𝑓 είναι συνεχής και 0 ∈ 𝑓(𝐴3) = [−3, +∞) 

Άρα υπάρχει 𝑥2 ∈ 𝐴3: 𝑓(𝑥2) = 0 και επειδή 𝑓 γνησίως αύξουσα στο 𝐴3, το 𝑥2 είναι μοναδικό 

 

Επίσης 𝑓 πολυωνυμική 3ου βαθμού, συνεπώς έχει το πολύ 3 ρίζες 

Άρα τελικά η 𝑓 έχει 3 θετικές ρίζες τις 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2 

 

 

 



 

 

 

Β3.  

Για 𝛼 = −6 έχουμε 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 12𝑥 + 9 και  

 

𝑓′′(𝑥) = 6𝑥 − 12  

 

𝑓′′(𝑥) ≥ 0 ⇔ 6𝑥 − 12 ≥ 0 ⇔ 𝑥 ≥ 2  

 

𝑥 −∞                                2                                                +∞ 

𝑓’’(𝑥) − + 

𝑓(𝑥)   
 

 

H 𝑓 είναι κοίλη στο (−∞, 2] 
Η 𝑓 είναι κυρτή στο [2, +∞) 

Η 𝑓 έχει σημείο καμπής το 𝛤(2, 𝑓(2))   

𝑓(2) = 8 − 24 + 18 − 3 = −1   
Άρα 𝛤(2, −1) 

 

                              

B4. 𝑔(𝑥) = 𝑥 + 𝑓(𝑥)   

𝑔′(𝑥) = 1 + 𝑓′(𝑥)                                 

Έστω (𝜀1): 𝑦 − 𝑓(𝜉) = 𝑓′(𝜉)(𝑥 − 𝜉) η εξίσωση της εφαπτομένης της 𝐶𝑓 στο 𝛢(𝜉, 𝑓(𝜉)) 

Σημείο τομής (𝜀1) με 𝑦′𝑦 : 

Για 𝑥 = 0 : 𝑦 − 𝑓(𝜉) = 𝑓′(𝜉)(0 − 𝜉) ⇒ 𝑦 = −𝜉 ∙ 𝑓′(𝜉) + 𝑓(𝜉)    (𝟏)                              

Έστω (𝜀2) : 𝑦 − 𝑔(𝜉) = 𝑔′(𝜉)(𝑥 − 𝜉) η εξίσωση εφαπτομένης της 𝐶𝑔 στο 𝛣(𝜉, 𝑓(𝜉)) , 

Σημείο τομής (𝜀2) με 𝑦′𝑦 :  

Για 𝑥 = 0 : 𝑦 − 𝑔(𝜉) = 𝑔′(𝜉)(0 − 𝜉) ⇒ 𝑦 = −𝜉 ∙ 𝑔′(𝜉) + 𝑔(𝜉)     (𝟐) 

𝛢𝜋ό (𝟐): 
𝑔(𝜉) = 𝜉 + 𝑓(𝜉)

⇒
𝑔′(𝜉) = 1 + 𝑓′(𝜉)

    𝑦 = −𝜉 ∙ (1 + 𝑓′(𝜉)) + 𝜉 + 𝑓(𝜉) = −𝜉 − 𝜉 ∙ 𝑓′(𝜉) + 𝜉 + 𝑓(𝜉) 

                                                                  = −𝜉 ∙ 𝑓′(𝜉) + 𝑓(𝜉) =    (𝟏)            

Άρα οι (𝜀1) και (𝜀2) τέμνονται στο σημείο του 𝑦′𝑦   𝛥(0, −𝜉 ∙ 𝑓′(𝜉) + 𝑓(𝜉))                                       

 



 

 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. 2ln x ln x ln x ln x

F(x) F(x) F(x)
g(x) , x 0

x e e
= =   

Η g είναι συνεχής στο ( )0,+  ως πράξεις συνεχών, οπότε: 

( )

( ) ( ) ( )

2 2

2

ln xln x ln x
ln x ln x 2

2 2 2
ln x ln xln x

2ln x2ln x x F (x) F(x)F (x) x F(x) xF (x)e F(x)e ln x xxg (x)
x xe

 
 −    −     −   = = = =  

 

( )

ln x

2
ln x

x x f (x) 2ln xF(x)

x x

 −
= =


 

Για κάθε x 0 . Άρα 
ln x

F(x)
g(x) , x 0

x
=   σταθερή. 

Δ2. i) Από x f (x) 2F(x)ln x, x 0 =   για x 1= , έχουμε f (1) 0=  

Άρα ( )

0

0

x 1 x 1

f (x) f (1)
f (x) x 1lim lim 1

ln xln x

x 1

 
 
 

→ →

−

−=

−

 

Αλλά 
x 1

f (x) f (1)
lim f (1) 2

x 1→

−
= =

−
, (από υπόθεση αφού η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f είναι 

παράλληλη στην y 2x= ) 

Επίσης 

0

0

x 1 x 1

1
ln x xlim lim 1
x 1 1

 
 
 

→ →
= =

−
 

Άρα ( )
x 1

x 1

x 1

f (x) f (1)
lim

f (x) 2x 11 lim 2
ln xln x 1

lim
x 1

→

→

→

−

− = = =

−

 

ii) Ισχύει x f (x) 2F(x)ln x, x 0 =   

για x 1  ισχύει: 
x f (x) x f (x)

F(x)
2ln x 2 ln x


= =  



 

 

 

και επειδή υπάρχουν τα 
x 1 x 1

x 1 f (x)
lim lim 2

2 2 ln x→ →
=  =  

τότε: υπάρχει 
x 1 x 1 x 1

x f (x) 1
limF(x) lim lim 2 1

2 ln x 2→ → →
=  =  =  

Η F όμως είναι συνεχής στο ( )0,+ , αφού η F είναι παραγωγίσιμη, άρα 
x 1
lim F(x) F(1) 1
→

= = . 

Αφού 
ln x

F(x)
g(x) c, x 0 ό :

x
= =     

x 1
ln xF(x) c x , x 0 F(1) c 1

=

=    = =  

Άρα lnxF(x) x , x 0=   

Δ3. 
2ln x ln x ln x ln xF(x) x e e , x 0= = =   

( )
2 2ln x 2 ln x 2ln x

F (x) e ln x e
x

 =  =   

Ισχύει: F (x) 0 ln x 0 x 1 =  =  =  

Επίσης 
2ln x 2ln x

F (x) 0 e 0 ln x 0 x 1
x

          

Αφού 
2ln xe 0 x 0   . Άρα: 

 
 0 1 +ꝏ  

F '(x) ‒ + 

F   

 ολ. ελάχ.  

Για την εξίσωση: ( ) ( )
22F(x ) F(x) x 1= − −   στο ( )0,+ . 

Μια προφανής ρίζα είναι η x 1= . Θα δείξουμε ότι δεν υπάρχει άλλη ρίζα στο ( )0,+ . Πράγματι για x 1  

ισχύει 
f   ί  

2 2
ύ  

2
ί  

x x F(x ) F(x) F(x ) F(x) 0
     

    −   

Αλλά ( )
2

x 1 0 x 1.− −     Άρα η εξίσωση ( )  δεν έχει λύσει στο ( )0,+ . Ομοίως για x 1  ισχύει  

1 



 

 

 

f   ί  ί  φθίνουσα 
2 2 2x x F(x ) F(x) F(x ) F(x) 0

   

    −   

Αλλά ( )
2

x 1 0 x 1.− −     Άρα πάλι αδύνατη. 

Άρα η μοναδική λύση είναι η x 1= . 

Δ4. ( )
2

e e

ln x

1 1

F(x)dx e dx I = =   

Αλλά ισχύει xe x 1, ά x +      

Άρα: 
2ln x 2e ln x 1, ά x 0 +      

Και επειδή δεν ισχύει παντού η παραπάνω ισότητα, έχουμε: 

( ) ( ) ( )
e e e

2 2

1 1 1

I ln x 1 dx ln x dx 1dx   + = +     

Ισχύει 

e e
e

2 2 2

1
1 1

ln x dx x ln x dx x ln x x  = = −  
e

1

1
2lnx

x
 

e

2 2

1

dx eln e 1ln 1 2 lnx dx = − − =    

 
e

e

1

1

e 2 x lnx dx e 2 x lnx x= − = − −
1

x
 ( ) ( )( )

e
e

1

1

dx e 2 elne 1ln1 x e 2 e e 1
 

= − − − = − − − = 
 

  

( ) ( )e 2 e e 1 e 2 B= − − + = −  

Επίσης   ( )
e

e

1

1

1dx x e 1 = = = −   

Από Α, Β, Γ ισχύει e 2 e 1 2e 3  − + − = −  

 


